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Математика завоевываеть все новыя и новыя областа 
знашя, какъ чистаго, тавъ и прикладного, и ваереди всфхъ 
математическихь дисциилинъ шествуеть теоря вфроятностей. 
Потому то знакомство съ нею в является почти всегда очень 
важнымь в часто даже необходимымъ. Между твиъ боль- 
ншинство сочиненй  излагающихь эту теорно, требуеть для 
ознакомлетя съ нею большой затраты времени и труда. 

Настоящая книжка налисана для тёхъ, кто, желая озна- 
Боувться съ главнёйшими выводами и приложешями теор 
вброятноетей, для премфнешя ихъ въ опытныхъ наукахь или 
въ инженерномь и военномъ искусствахъ, лишенъ возможно- 
«тв, за недостаткомъ ли времени или математической подго- 
товки, ознакомиться съ этой теорей по имфющиемся сочине 
нняиъ. Въ вину этого «Основы твори втроятностей» со- 
ставлены такъ, что самыя элементарных овбдфни изъ диф 
ференшальнаго и интегральнаго исчислевя вполнф достаточны 
для понимая всего въ нихъ изложеннаго, а для понимания 
первой главы достаточно и одного зная элементарной мате- 
матики. 

Книжка эта могла бы, кром того, послужить еще введе- 
щемъ къ изучевию капитальныхь трудовъ по псчислению вф- 
роятностей (А. А. Маркова, }. Вейтапфа, Н. Рошсагв и 
др.). требующихь однако бодЪфе солидной математаческой под- 
тотовки. 

Быть можеть эти нфоколько отраниць пооудать иныхъ 
изъ читателей заняться болфе основательно изученемъ теори 
вфроятностей и послужать, такимъь образомъ, пусть в въ 
слабой степени, дальньйшему расширению области прамненя 
этой теории. 

За всяыя увазашя на допущенный недосмотрь или пред 
ложешя исправленш я буду всегда весьма благодаренъ 

м 3. 
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ОСНОВЫ ТЕОРИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ. 
Опредфлене ошибокъ. Опособъ 

наименьшихъ квадраловъ. 

ГЛАВА 1 

Оеновныя понят!я и теоремы теории 
вЪроятноетей 

$ | Предметь теори вфроятностей Поняте о вфроят 
ности столь обычно, что, казалось бы, его опредфлеше не 
должно представлять какихЪ либо затруднен. Однако, кавъ въ 

большинств® подобныхь случаевъ, это опредёлене дать не такъ 
легко. ВБроятность какого-нибудь собыпя опредёляется обыв- 
новенно какъ отиошеше числа случаевь благощнятныхь это 
ху собыпю къ числу вофхъ возможныхъ случаевъ. Достаточно 
ли такое опредёлене? СлБдующй примфръ поможеть намъ въ 
этомъ разобраться 

Мы бросаемъ дв шестигранныхь игральныхь кости 
Бакова вфроятность, что одна изъ нихъ поважеть 6? 

Чиело вофхь возможныхь случаевь 6 Ж6 = 36, число 

случаевь благопрятныхъ—11; стБдовательно, искомая вЪроят 

ноеть-— ув’ Но можно разсуждать еще иначе число вознож 

ныхь соединешй изъ цыфрь обфихь игральныхь костей 

—5--+-6 =21- число соединен благопратныхь—6, слёдо 

6 
вательно, иовомая вфроятность т Очевадно, что вышепри- 

веденное опредфлене вфроятности недостаточно. 
Мы булемъ исходить изъ слблующаго опредфлетя вёро 

ятвости 
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Впроятностью собырая называется онношене чи- 

сла равновозможныхе случаев, блаопиятныхь этому 

событию, кз числу всьже равновозможныхь случаевв 60 
отвьътонвующихе вопросу. 

Это опредфлеше отличается отъ вытеприведеннаго тьуъ 

что въ немъ введено новое понят, равновозможности, понят, 

само по себЪ еще требующее опредёления. Но ирельшене 
этого новаго повытя приведеть насъ снова къ понят в$- 
роятноетя. Получается какъ бы заколдованный вругь! Изъ 
этого круга пыфетея только ОДинъ выходъ: условимся, тиб 

считать въ даждомъ честном случаЪ равновозможнымъ, и 

тогда, исходя изъ даннаго выше опредълевя вЪроятностя, мы 
получимъ уже только одно соотвфтствующее ему, То есть 

правильное рьшене задачи. Тавъ, въ приведенномъ прямфрь, 
не веЪ соеданеня равновозножны, тавкъ какъ однихъ соединенй 

возможно одно (1.1, 2.2, 3.3, 4.4, 5.5, 6.6), а другихъ— 
два (1.2 и 2.1, ит. д,}; овательно второе рёшеше задачи 
невЪрно. Не веегда, однако, такъ легко установять равновоз- 
уожноеть случаевъ и велъдетве этого задача можетъ услож- 

ниться. Что же тогда является вритеремъ правильности по 
дучаемаго ршеня? Вавъ я БЪ эксперяментальныхь наувахь— 
опыть. Страховое ДЬзо, которое всецфло основано на теори 
вфроятностей, а также астроном, физика, геодемя и стати- 
етика, въ которыхъ примфняютея нЪкоторые выводы этой теори, 
служать нандучшинъ доказательствомъ, что рышевя, даваеныя 
теорей вЪроятностей, правячьны. 

$2. Нёвоторыя основныя свойства вфроятности. Пусть 
У чиезо вебхь равновозможныхь случаевъ, и число сзу- 
чаев благопрятныхь; тогда вЪфроятность данваго собыпя 

р 
меньшая единицы: когда эта дробь становится равной еданяць 
вфроятвость превращается въ увфренность 

Мы назовехъ событя единственно возможны ин, есля 
одво язъ нихъ навфрно должно случаться 

Мы назовемъ собыя несовиетными, если каждое изъ 
яихъ исключаеть остальныя, тавъ что невозможно одновре- 
менное существоваше какихь бы то ви было двухъ изъ этихъ 
событй. 

Мы вазовемъ два единственно возможныхь и несовыф- 
етныхь собыйя противоположными 

Вели въ сосудф содержится А шаровъ, взъ которыхь 

Е 
у. Такямь образомъ, вфроятность есть дробь веегда 



я быыхъ, а остальные другого цефта (красные, зеленые и 
д 

тд) то вфроятность вынуть блый шаръ р=- у. & вбро- 

роятность вынуть какой нибудь другой шаръ (= - тавъ 

Бавъ въ нервомъ случаф число благопрятныхь событйй равно я 
я й—й 

а во второмъ— №—я, фтею; = с =1. во втор! ИА = 

Сумма въроятностей двужь противоположныхе со 
быт равна единиць. 

$3 Сложеще въроятностей. Пусть въ сосудь содер 
жится а бфлыхъ, 6 черныхъ шаровъ; остальные шары — не 
бълые и не черные. Всего шаровъ № *). Вброятность вынуть 

а 
бЪлый шарь а = у, вфроятность вынуть черный — = у. 

Въроятность р вынуть бЪлый или черный шаръ равна 
а- 
у тер=атв Такимъ образомъ, вероятность слу 

читося одному наз несовьстныхь событй, безь указа- 
вёя какому именно, равна сумиь выроятностьй этих 
вобытй. При примфнев!и этой теоремы слфдуеть всегда путь 
въ виду, что она справедлива лишь по отношеню къ собы 
ямъ несовмЪстнымъ. 

$ 4. Умномене вБроятностей Пусть дано два сосуда; 
въ первомъ содержится № шаровъ, изь воторыхь &« бЪлыхъ, 
во второмь — Л" шаровъ, изъ которыхь а’бьлыхь Вроят- 

а 
ность вынуть бЪлый шаръ изъ перваго сосуда 2 = у: вЪро 

‚ 
“.. Ба 

вова „вфроятность вынуть изъ каждаго сосуда одновременно 
или посхбдовательно Офлый шаръ? Вебхъ возможныхь слу- 
чаевь МА, такъ какъ каждому шару вынутому изъ пер- 
ваго сосуда, соотвфтетвуеть ^” шаровь вынутыхь изъ вто- 
рого **). Чиело случаевъ благопуятныхь—аа’. Вброятность 
вывуть послфдоватезьно изъ каждаго сосуда бБлый шарь — 

й 
в= т — а3. Эти соображени могуть быть распростра 

ятность вынуть бфлый шаръ изъ второго сосуда з — 

© Урань 
=") Мы предпозатаежь, что вывтйь шарь хы затфыь кладомь его 

обратно въ сосудъ 
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нены на нЪеколько сосудовъ. Такииъ ооразомъ, веролиность 
случитьл нисполькимв независимиме событамиз виъеть 
равна произведенаю впроятностей каждаю изв них. 

Боли собымя зависять другъ оть друга, то вфроятность 
случиться этимъ собыпямъ вибетё равна произведение в%ро- 
ятностей, вычнеленныхь для каждаго изъ нихъ въ предполо- 
жеши, что всё ему предшествуюлуя собьмя нызютъ иЪето. 

8 5. Примбры. 1. Вь сосудь содержится № шаровъ, 
изъ которыхъ а блыхь Вынимають послвдовательно 3 шара 
Какова вЪроятность, что вов три бфлые? 

2 
Вроятность, что первый шаръ—бфлый, равна лу Пред 

положимь что первое событе имфеть исто, т ев. что первый 
вынутый шаръ оказался бфлымъ, тогда вёроятноеть того, что и 

@—1 
второй шаръь бЪлый, равна —-^› Тавъ какъ въ сосудЬ оста 

ы М1 
лось вето №—1 шаровъ, изъ которыхъ бълыхъ «— 1. Пред- 
положимь далёе что и второе собыме имфеть м\%ето т. в. 
что и второй вынутый шаръ оказался б®лымъ, тогда вЪро- 

а—2 
атность того, что и трети шаръ—_бЪлый, равна —у_-о,такъ 

Бакъ ВЪ сосудЬ осталось воео У — 3 шара, изъ которыхъ 
былыхь а—2. 

Вфроятность, что всЪ три шара, выпутые посафдова- 
тельно, —бёлые, на основаши теоремы умноженш вФроятностей 

а(а—1) (@—2) 

равна 1) (М9) 
2. Въ соеудВ содержитея № шаровъ, изъ воторыхь а 

бълыхь, остальные — черные. Какова вЪроятность, что, если 
вынуть изъ сосуда одновременно ити послёдовательно *) два 
шара, одинъ изъ нихъ окажется чернымъ, а другой бълымъ? 

а 
Вфроятность что первый шаръ окажется бЪлымъ равва хи 

Предисложинъ, что первое событе инфегъ ифето, т. е. что 
первый вынутый шаръ овазадея бфлымъ, тогда вЪроятноеть 

и—@ 
того, что второй шаръ — черный, равна ут, 

червыхь шаровь \№—а, а всего шаровъ осталоь №—1 Ва 

Такъ  вавъЪ 

*) Прв посзбяовательномь вызимана въ состдь не возвращать обратно вынутаго шара. 



—9— 

основаны теоремы умножешя в5роятностей, вфроятность того 
что первый вынутый шарь—бЪлый а второй черный, равна 
а Ма 
УТ Такимъ же образомъ можно доказать, что вёро 

ятность того что первый шарь-—черный а второй — бёлый 
№а а 

равна —у -’о-ро Вёроятность того что одинъ изъ ша 

ровъ окажется бфлымъ, а дут черным на основаны тео 
Г“, 
сле 

$ 6 ВБроятность при повторенм испытанй Пусть 
Ан В два противоположныхь событы, вБроятности кото- 
рыхъ ри 9, тогда р--9=: 1 

Если произведено (и -- я) испыташй, то вроятность того, 
что событе Д произойдеть въ даннемъ порадеВ 22 разъ и не 
произойдеть ® разъ, т. е. что себыте В произойдеть ® разъ, 
равна, на основанти теоремы умпожешя вфроятноетей, р” ф" *). 

Порядовъ, въ какомъ могуть произойти (2 -- п), событй, 
можеть быть видонзиВненъ столько разъ, сколько можно сдЪ- 
зать перемёщеншй изъ (22 -- я) предметовь, те. 1...(т--я) 
Въ данномъ случаЪ имфется ме одинаковыхь событй Аип 
одинаковыхь событй В; слфдовательно, порядовъ ихъ можеть 
быть видоизыВненъ лишь столько разъ, сколько можно сдфлать 
перемфщенй изъ (я) предметовт, среди которыхъ имфется 

1... (ТТ т 
по жи я одинаковых т е. т ^ Ста. що тя Для 

каждаго даннаго порядка вфроатность того, что событе А 
произойдеть 2% разъ и не произойдеть в разъ, равна р”о", 
слфдовательно, по теорем сложеня вфроятностей, вБроятность 
того, что собыпе А произойдеть въ любомё порядк, т 

разъ и не произойдеть ® разъ, равна би 2" 9" 
Если мы разложимъ ({р:--4) "+" по формулв бинома, 

то воэффищенть при 5 равень Ом. „ р” 
Тавимъ образомъ, если для (т-- п) независнныхв испы 

тонй впроятность события А выражается числом р 

>) Е ввроншоль тю чо вобыце Я прошойзеть одаль ры 
равна ф, то Вброятносль того, че собыще А нроизойдеть два раза, равна 
ратя 
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то впроятность, что событие А появится вё эти (т п) 
испытан ровно т разё, равна коэффициенту при =т вь 
разложени (р:-24”-+* по формулю бинома, при чем 

9=1—Р 
$ 7 Законь большяхь чяселъ. Обозвачимъ число про 

изведенныхь яспытавй (т--я) черезъ А, т. е. положимъ 
т--п =. Зададимся цблью найти дая произвольно задан 
выхьъ величивъ ри # взявфроятя5йщее значеве для м, т. е 
то звачеще, для котораго коэффаяшенть при =” въ разложены 
(р=--0) Е — вапбольший. 

Есля мы возьмемъ отношеня козффизента пря 2% къ 
воэффишентамь при =*—1и 57-1, то отношевня эти для 
яевомаго значеня м должны быть больше 1 

Отношеня эти папятшутся: 
бери" Ат > 

пр” Пре +1 7 т 

Га й р" 1 в 

итр ини 

1 

ИЛИ 

р—рт-гр> ту и тару 
яд 

р—о<т< ре | р, табъ вакъ ут =1 
Числа уё— 9 и рё-гр отличаются другь оть друга 

только на одву едяницу (Ар (А =РНУ=И, 
поэтому если рА—9 число дробное то я рё--р тавже число 
дробное. 

Такъ какъ число м можеть быть только ДБлымЪ чяс 
ломъ (м обозначаеть чясло событй 4), то это и есть баи 
жайтее къ рЁ цьдое чнело. Ееля же уЁ--р число иблое, то 
я рЁ—4 также число иблое и нВтЪ никакого ифлаго числа 
т, которое удовлетворяло бы вышеприведеннымъ неравенствамъ 
Въ этомь сдучав можно положить т, = рё— 9 я т, == 
рё-р=и--Ь т ев сумществуеть два наивброятайтихь’ 
чясла появденй событя А. 

Неравенство рА— 0<т < р-Рр можеть быть еще 

написано тавъ в—1< " <р- =. отвдовательно, при 6ез 

предьльномг возрастани числа испытанй &, отношене 
наивьроятньйшею числа т появленй собызя А кз 
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числ, ', испытай приближается кз предьлу р такз 

как 1 я й стремятся ке нулю 

$ 8 ВЪроятность гяпотезъ. Формула Байеса. Даны м 
сосудовь А, 4, А,.... А», Въ Баждомъ изъ этихъ соеу- 
довъ содержатся извфетное число бЪяыхь и черныхъ шаровъ 
Отношене числа бёлыхь шаровъ въ общему числу шаровъ, 
содержащихся въ каждомь изъ сосудовь А равно соотвт- 
ственно: р, [ь [з.... Ри. 

Изъ одного изъ сосудовь вынуть шаръ который ока 
залея бЪлымъ. Бакова вБроятноеть, что шаръ этоть вынуть 
изъ сосуда 4? 

Эту вфроятность, въ отлище оть выше разсмотрённой, 
называемой вЪроятностью а рмом назовемь вЪроятностью 
а рояеной. 

Обозначиыь её черезь Р.. 
Вброятность, что вынутый шаръ находилея въ одномъ 

изъ сосудовъ А, А,.... А», обозначимъ соотвфтетвенно че 
резъь я, т,.... ти. 

Тогда вфроятность что вынутый шаръ окажется бфдымъ 
на основанш теоремъ умножемя п сложеня вфроятностей, 
равна рут, 5 рыть... рьть *) 

Выше мы обозначили черезъь  вфроятность, что выну- 
тый шаръ, оказавоййся бълымъ, вынуть именно изъ сосуда 
А,. Тавимъ образомъ, въроятноеть, что вывутый шаръ ова- 
жется блымъ и находился въ сосудь А», на основан тео 
рены умножения вроятностей, равна (ру рыта-=.. -Ри тя )Р 

Съ другой стороны, вфроятность эта выражается еще че 
резъ рут: “) Слёдовательно (рт, + р = )Р=Ер- 

Отсюда иолучаемь: 

вн 

Это выражене носнть назваше формулы Байсса 
$ 9. Примбры 1. Къ экзамену на воторомъ требуется 

„знакомство съ 30 вопросамв явилось 6 лиц. Одно изъ этихъ 
линъ знакомо со вефми 30 вопросами, второе—еъ 25, третье 
—еъ 20, четвертое—съ 15 пятое—съ 10 и шестое —съ а 

= Вроятвость, что вывутый шарь надофилед ва сосубь +. разве 
=; Вронтность, зто шар» этоть бьлый, равва рп; вероятность, что шарь 

этоть--бвлый м назодилея в5 соеудь А». равны пи ри. СтЬдовательно, в\- 
роятность, что вынутый шарь—бълый и находился вл одномь изё соеубовь 
А равна ры +... 
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Первое изъ эвзаменовавшихоя диць отвЁтило удовлетворительно 
на предложенный вопросъ. Вакова вфроятность что это — лицо, 
знакомое со всьми вопросами? 

Вроятность & рйой > равна $ действительно, экза 

менующяхся—6 и вЪроятность, что ляцо, экзаменующееся — 
1 

одно любое, изъ нихъ очевидно равна 

Вброятноети, р, р» Рз р» р Рь Что лицо, которому заданъ 
вопросъ, знакомо съ нимъ, равны соотвётотвенно, для знако 
маго со веми вопросами единице для знаконаго съ 25 воп- 

25 
росами зо вли сит. д. 

80 
Вброятность а роменом Р,, что аицо, удовлетворительно 

отвтившее на вопросъ, есть именно лицо, знакомое со всфми 
вопросами равна, по формул Байеса 

ря ГА _ 
реЕретвь-рь 

6 

21 

Р-, ЕР ре рт)  В- 
1 

аа) 
Тавимъ же образомъ можно показать, что вброятноеть Р., 

что это лицо есть лицо знакомое только съ 25 вопросами, 
4 

мета 
2. Ввроятность свядётельскихь показан. Изъ сосуда, 

въ которомъ содержится 5 черных и 15 бЬлыхь шаровъ, 
вынуть шаръ. Свидфтель, присутетвоваванй при вынимани 
шара, утверждаеть, что вынутый шаръ-— черный. Какова вЪ 
роятность, что показаше свидётеля соотвфтотвуеть истин? 

Для рышеня задачи нужно сдфлать допущене относи- 
тельно вфроятноств а рйоп т, т. е. вброятности, что свидё- 
тезь вообще говорить правду. Предположемъ, что вЪроятность 
эта равна Зи. Вброятность р что вынутый шаръ черный, 

5 
равна 51’ съ 20 вопросами — 

5 
равна эр—‘з Тогда вероятность Ра рочепоп, те вв 

роятность, что повазаше свидфтеля, утверждающаго, что вы 
нутый шаръ — черный, соотавтотвуеть дЪйствительности, по 
формул Байеса, равна *) 

=) ВЪронтвости & рНюН сльдующщя: вёроятность, что свидётозь гово 
рить правде т что свв тль ково вору ре вАроятвоеть, ято Вы 
нутый шеръ--червый р, что вынутый шаръ—бфлый р. 



_в- 

го 

р — 2. СИИ: а-ра-= г Га 
ото 

Тавимь же боразомъ можно показать что въроятноеть 
57 

истинности согласнаго показания двухъ свидфтелей равна 95 5. 

Если свидётель, присутствовавший при выниманя шара 
утверждаетъ, что вынутый шаръ—бфлый, то Рродтность, что 

показание свидётеля соотвЁтствуетъ истивф, равва 58 *) 

Вфроятность истинности согласнаго повазаня двухъ сви 
243 

ДЪтелей въ этомъ случав равна оу 

Изъ раземотрымя этихъ случаевь можно сдфлать слЪ- 
дуютщще выводы. 

Вброятность истинности показашя свидфтеля (или сви- 
дётедей) зависить отъ вфроятвости собышя о воторомъ идеть 
РЕЧЬ 

Если событе невозможно, то викакя свидфтельсыя по 

казатя ве могуть сообщить ему даже малой вфроятвоети 

=) ВЕроктаоеть, что оба сввдьтезя товорить правду =? чо товорять 
неправду 1 — яу. 

а 
+} Въ этомь саучаВ как в раньше равно 5, пор =- 



ТЛАВА П 

ОпредЪлензе ошибокъ 

8 1 Законъ Гаусса. Позожамъ, что, приступая въ из 
ифреню какихъ-нибудь величинъ, мы уже знаемтъ дфйствитель- 
ныя ихъ значеня. Эти дЪйствительныя значешя могуть вапр. 
опредфляться нли математическими свойствами велачинъ (сумма 
угловъ треугольнака и т. д.) изи предыдущими, бозфе точ- 
ными, язифренями пли пфлымъ рядонь пзибренш, вавъ то 
будеть пояснено ниже 

При всявомъ отдфльномъ наблюденя хотя бы и самыми 
точными инструментами, мы обыкновенно получаемь не дЪй 
ствительное значене наблюдаемой величины, а значене, отля- 
чающееся отъ дфйствительнаго на нфкоторую величину, кото- 
рую мы будемъ называть ошибкой наблюдешя 

Ошибки бывають двухъ родовъ: постоянныя и случайныя 
Способы и пречы опредфлить и избфжать первыя отно- 

сятся къ методоломи опыта соотвтетвующихь науБЪ; въ даль- 
нфйшемь рЬчь будеть только о вторыхъ 

Пусть а— дйствительное значеше измфряемой величины, 
а — значеше, полученное изъ отдьльнаго наблюдения *) тогда 
онщибка 2 равна —@ 

Впроятность, что при измпрени какой-нибудь ве- 
личины ошибка будет заключаться между х и 2х. 

обе 
равна у Е @х ПВ еобноване неперовыхь логарие- 

мовъ, а Х— величина которую можно опредфлить въ каждомъ 
отдёльномъ случаЪ, кавъ будеть показано ниже (см. 336, Тиз). 

Вышензложенное правило носить название закона 
Гоусся 

*) Какъ здбсь, табъ п въ дальнйшемь предполагается 320 7 остояв 
ная ошабка устранена. 
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Мы не будемъ останавливаться на довольно сложномъ 
доказательств этого закона, замфтамъ только, что вфроят- 
ноеть ошибки, по закону Гауеса, зависить аишь отъ абео- 
лютной ся величины и не зависить оть ея знака. 

Распространяя законъ Гаусса на вонечный промежутовъ 
получимъ для вБроятности Р..з что ошибка лежитъ между 
конечными предфлами я 3 выражене 

3 

«а 
$ 2 МБра точности Замфнимъ въ выражени Р..; 

Ах черезъ у’ тогда 
эй зАЗ 

з 1 а 
ву. ‘ау 

«И 1х я 
я 8 

Бели замфнить я в 8 черезъ 7 и й то получамъ 

8 
Р, и 

5 7 4у те вброятность ошибка въ 

промелуть® 7.2 не зависить оть / Другими словамв воли 

мы разомотримъ два случая измфрешя одной и той же вели 
чины, въ которыхъ А равно соотв тственно и А„, то вёро- 

а 
ятность что ошибка въ первомъ случаЪ лежетъ между дв 

| 
а 
ия равна вброятности что ошибка во второнъ случаф лежать 

Ка 
в 

между ты "}. Но чёмь 7 больше, тьмъ уже предфлы 

ошвбки (для опредфленной вфроятности) Изъ этого слёдуетъ 
что, если мы опредваимъ величину { Для произведенныхъ из 
ибренй, то выфетБ съ тБиъ мы опредфлимъ степень ихъ точ 
ности. Коэффищентъ Х называють поэтому мфрой точности. 

$ 3. Ныкоторыя формулы и табляцы. Въ исчисления 
вфроятностей очень часто встрёчается выражене 1.7.3... т, 
которое мы обозначимъ черезъ я/. Это выражеше можеть быть 
вычислено при помощи таблицы звачен!й эйлерова интеграла 
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Ге =а/]. (Вычяслеше этого выражены прамымь пу 
темъ становвтся чрезвычайно затруднательнымъ уже дая зва 
ченй я>> 19). 

Для опредёзетя праближеннаго значеня этого выраженя 
можно Пользоваться сафдующимъ веравенствомъ: 

= Ш 1 

Ив ве Т<я/ < ИЗ ки те "Рая 
Изъ этого неравенства можно подучить слфдуюзия прябхизя 
тельныя значеня п/ и 109 (п!) 

п'=Узяя п? "(1+ зв), ГД «, стрематся 5ъ 
нуаю при безвонечномъ возрастани и 

] — 
109 (п) — (+) №91 —п— 9 Ут =» ть 

з стремятся въ вулю при безконечномь возрастаня я 
Вброятноеть Р. что ощиба по абеолютной величин мевь- 

ее 

ще = равна Р. — = 5—7 ах Ноложвнъ Аш у 

тогда 

Р га 

о 
$ 

8 а 
Обозначянъ выражене у: е У4у черезъ 9 (#) 

Ниде приводится таблица, дающая значемя функция © 
для разныхь значенй # Ё 

2 
90= —в [О] и- Е 

В 
1 9 в [2 : [ 

о 000000 — 0,08. о 99007 0,16...  озлтдону 
0,0112833 0,09. 0, 1012806 0,17... 0, 1899993 
0,0275644. 0,10. 0, 1124630 0,18. . 0,2009357 
0.033810 МН. 0,1260 0,19. 0,8398 
0,045 1169 0,13... 0.134758 0,90. 0,2227015 
0,0363718 0,13... 0,14586уз 0,21... 0.23358 
0.067635 0,15 олббодто 9,3142958 
0,0788577 5.15. 9,1679959 ©, 253012 



[2 

0,2657000 
0.263263 
0,2868997 
0,2974 182 
9,3078800 
0, 3189834 
9,3286267 
5,338 9081 
5,349 1159 
0,3592585 
о,3693644 
©,3703819 
о, 3893296 
о,3992059 
о, 4099093 
0,4 18738» 
©. 4383 
о, 4379690 
©, 4474676 
о,4568867 
о, 6662251 
3,4754818 
0.484655 
0. 4937452 
0,5027498 
о,5116683 
9,5049 
9,5292437 
0,5378987 
о, 5464641 
9,5549392 
5,5633233 
0,5716157 
0,5798158 
0,5879229 
5,.5959365 
0,6038561 
0,6612 
о,бн4 
0,6270463 
о.6345857 
о,б4розоа 
0,6493765 
о 6566275 

ди- 

т 9 

9.563780 
5,6208399 
о,67вюо 
о,6846651 
о,6914330 
9,6981038 
о, 704678 
9,7115 
9.7173367 
9, 7238216 
9.730014 
о,7361035 
о. тфиоо 
9. 7480033 
9, 7538108 
0.759538 
о, 765427 
о, 77обб8о 
о.176100з 
о, 7814398 
о, 7866873 
9,791843а 
0,7969082 
о, 8018838 
©, 8067677 
0,8115635 
о, 16а 
о, 8208908 
о, 8254236 
о, 8298703 
0,8342 315 
о. 8385080 
о, 8427008 
0,8468105 
о, 850838 
,8547842 
о,8586499 
0,8624160 
9,8661435 
9,8607782 
0,7336 
о,876803о 
о,880ло5о 
о 883510 

1 э 

о. 8867879 
0,8890707 
0, 893082} 
о,8961238 
о,899096% 
0,9020004 
©, 9048374 
9,9076083 
©9103 140 
о,9129555 

39 

0, 9205032 
0,92290о1 
0,952359 
©,9275136 
©,9297342 
о.9318987 
о, 934 ав 
0,9360632 
0.938065 
©9001 50 
9.941937 
9,943762> 
о,9455614 
о,947314 
9, 94901бо 
0.950673 
©,9522851 
9.953524 
9,9553762 
9,9568573 
0,9581966 
9,9596950 
о,9610535 
0.962379 

... 9,963651 
,49.... 9,9648979 
50... 9,9661052 

ЕВ ВННВ 

ЕУЕЕБЕ 
Е 

1,35.. 0.971627 



= 

РЕРЕЕЕРЕКЕРЕТЬ 

на 

за а 

ЕЕК: 

н 

9.972628 
0,9736026 
0,975470 
о,9754620 
0, 9763484 
9,9;72069 
09780381 
9, 9788429 

9296218 
0,9803756 
©,9811049 
0,9818 104 
0,9824028 
0, 9831526 
‚9837904 
о. 9844070 
©,9850028 
0,9855785 
0,9861346 
0.986671 7 
0,9871903 
09876910 
©,9881742 
0,9886406 
0,9890905 
9,9895245 
0.980941 
©,9903467 
‚9907359 
о, ддт 
9,9914725 

©:9918207 
0.992562 
0,9924793 
9,9927904 
© 9930899 
о 993378 
9,9936557 
0,9939256 
0,9941794 
0,9944263 
09946637 
0,9948920 
0, 9951114 

РЕЗ ююююююю 
з 

Е 

ююююююююююююю ЗЯЗРЯНОЕЕСЕ 

в 

0,9994408 
0,999469$ 
0,9994966 
0,9995226 
9.999547> 
19995707 
0,999593о 
©,9996143 
0,9996345 
9,9996537 
0, 9996720 
9,9996803 
9,9997058 
0,9997215 
0,9997364 
0.997505 
9,9997640 
0,9997767 
0,9997888 
0,9098063 
0,9998 112 
0,9998215 
9,9998313 
9,9998405 
9,9998495 
0,9998578 
0,9998657 
0,9998732 
0,9998803 
0,9998 70 
$,9998933 
59998994 
о,999905к 
о 9999195 
0,9999156 
©,999920$ 
‚9999250 
9,3999293 
о,9909334 
9,999937> 
©:9999409 
5,9999443 
0.999476 
2, 9999507 
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9 1 9 + 9 

©.9999536 о,9999067 99993981957 
0.9990563 5.9999969 
9,9995589 9,9999971 9.99099984 517 
2.999963 9,9959973 9.99934335663 

> 9.9999636 9.990997* `0 9080096726 
53... 0,9999658 0.999997 9.99999087712 
94.. 0,9999670 ©,9990978 ©. 99990988629 
ы 2:9999698 9.99990 ©.999989477 
96 0, 9999716 5.990909 9.99993990265 
9 0,9999733 0,9999082 ©.9999909099” 

.98... 0.909970 9,99909991672 
99... 9,9909765 3.99099992200 

00... 0.999979 ь 9.90999992881 
и 0,9999793 0.999937 
502... 0, 9999305 9,9990335 
03... 0,9999817 °.9999989 2.99999994383 
54... 055999829 ›. 9999989 9999990948 12 
05... 0.190839 о. дининююво 0.9999995208 
06... 0,9990819 2 5-99999995575 
От... 9.9799859 ®.99999995915 

.08.._ 9,0099867 5,99999920ю9х 3 5.9990009623о 
09... 0.9999876 ©. 99бчо6, 3 0,9909999652> 
10... 9,999988 0, 99990530095 3 0,9999999679е 
11... 0,999989т 9.90999935766 3, ©,99990997039 
13... 9,9900808 0,99999940296 3 9,99990997260 
13... 0.999999 999090919 3 9,9904999748* 
14 ©, 99999 зо о,99990943452 3,08... 0,99999997678 

9,99999 16. 9,99999952115 3,96... 9909999978609 
16.. 9.909992 э, 99990955527 3,97. 0,99999098028 
17... 0,000902 9,99999958703 3,98. ,99994998183 
18... 0.990093. 0,9999906166# 3,99. 0,90999998327 
19... 0,9999336 0.99990964414 4,00... 0,99999998459. 

0,99990966975° 4,10... 9,99999999330 
0,99990069358 4,30... о, 997:4 
0,99990971574 4,30... 0,99999999880 

9,9990951 0,99999973636 4,40... 09999999995 
9,9999954 9,99999975551 9,9900999998 1 
©,9999957 9.99999977333 4,60... 0,99999999992 
9.999996о 9,99999978999 4,10... 0.99999999997 
©,9999962 ,99999980528 4,80... 0,99999999999 
© 9999365 

$ 4. ВЪроятность появления событя данное число разъ 
при повторений: испытаний. Пусть я— число испытан, р— 
вфроятность событя А, 9 — ввроятноеть событя противопо- 

э& 
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ложнаго, тогда вфроятноеть появленя событя А рп разъ 

будеть (см. Б $6) 

Пусть нп достаточно велико чтобы и/ можно бызо зам$- 

нить черезь УЗея п'#” (1 ©. = близко къ нулю); тогда 
предыдущее . выражеше можеть быть замфнено слЪдующимъ 
приближенных ь: 

отт кт р" *) т 

Е (ит пр в" (дв) "УЗ тн ИЗ 

Тавимъ образомъ, въролиность, что событй А, при 
повторении пспытай п разё, появится ровно рп разв, 

равна (приблизительно) т 

При возрастани числа испытай п впроятность 
полученл нанболие виролтнаго числа появлений (те 
рп полвленй) события А стремнтея кз нулю. 

Аналогичнымь путемь мы получимь (приближенную) 
формулу, выражающую вфроятность Р», что число появленй 
собыпя А откаонитея оть наивфроятн5йвыго числа появлений 
этого собымя ме больше, чмъ на ^. 

) 

У яр 

ей 4 

ГБ ^— отклонеше въ одну какую либо сторову 
Вфроятноеть, что число появлев!8 собышя А отклонится 

оть наивброята5йшаго чиела появленй этого собымя ие 
больше, ЧБЫЪ на ^, 5 ту нли друзую сторону равна 

^ 

Ур 
—: —^) 

г ау=9 Ут) 
= 

Число к называвтея абсолютнымв отклонешема. 
Абсолютное отклонен, Фъленное на число испы 
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.. й 
тани, те й п’ называется относнтельнымь от 

Алонешема 
Если вфроятиость, что отклоневе меныше ^, равна в%- 

роятности, что отклонене больше ^, то отклонеше Х называется 
впролтныме абсолютнымз отклонещеме и опредфляется 
уравнешемъ’ 

Г “(== 
и? #р0. 2 

Если вфроятность, что откдонеше меньше ф, равна вЪроятно 
сти, что отклонен е больше й, то отклонеше # называется 
вароятным относнтельныме отилонещемз и опредфляется 

‘уравнешенъ, . 
®( _ВУя `_1 

Уз) 
При увеличены числа испытав абсолютное вЪроятное 

отвлонене растетъ, а относительное в5роятное отклонен!е ужень- 
вается пропоршонально Уя. 

5. Примбры. 1 Бакова вфроятность, что при итрё 
въ орла или рышетву изъ 200 разъ орелъ появится 100 разъ? 
больше 120 разъ? 

1 1 
о 9—5 18 200 

Вфроятность, что орель появится нанвфроятвёйшее число 

Въ данномъ случа р— 

разъ те вн 200—100 разъ, выражается формулой 

1 
$ Подотавляя вмфото р, фи я ихъ значени полу- 

ВБроятность, что отклонене произойдеть въ сторону боль 
1 

шую, равна 

Вброятность, что отклонеше — ме больше Х °) равна 

=) Въ сторону бозынчю. 
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Въ данномъ случа? д = 120—100 = 20. Подставляя выБ- 
1 20 

получинъ „ 9 сто х нрид иуъ значеня полу 28 |750 

=1е(2), звачете © (2) ваходимъ ВЪ таблицё *) равнымъ 

| 1 0 9953223 
6 (2) = 09953293 те 50 (0 — 

Вьроятность что отклонеше больше 20 равна слЪдо 
1 1 1 0,995329: 

вательно, 5-® (2) а 5 0002338 те 

чрезвычайно мала. 
2. Вброятность одного событя 0,45, а вфроятность с0- 

быя противоположнаге 0,55. Испыташе повторяется 20.000 
разъ. Какова вфроятность, что отвлонев!е будетъ больне 500 °) 
въ сторону собышя менфе вфроятнаго? 

В®роятность, что откдонеше меньше 200 въ сторону 

п **) равна по приближенной формул8 

500 

5 (5 20000.0.45.0,55 ) 
0. 999999 

атнисть, чо отклонение больше 200 **) в5 сторону 

большую, равна и — в: ов. т е чрезвычайно мала 

$ 6 ВБроятная аби, оли вфроятность, что ошибка 
по абсолютной величин меныиё « равна вфроятности, что 
ошибка по абсолютной величинз больше ©, то ошибка + 
называется вфроятной ошибкой в опредёляется уравненемъ 
(вм. $ 3): 

И-П те 440,469 ===) 

1 1 
5. 8(5,025) < 5-9 (4 800) 

т е меныпе 

Но < МОЖНО Получить непосредственно, вакъ будеть по- 

казано ниже на примЪрь; таквмъ образомъ, уравнеше (=, = 

*) На ср. 18 
**) Оть навзроятийшаго числа появзевш событн, которое равно 

прибзизтетьно для событи меш вёроатнаю ры т.е. 9000. 
би. предыдуний прих$ръ. 

м Эту величину иы получихь пнтерпозируя функыю ® по табанць 
на стр № 
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—=0,4769 даеть возможность опредфлить вфру точности # 
если известно & 

Вфроятность что ошибка меньше какой-нибудь величины 
мы можемъ выразить черезь © (7=), или замфняя А че- 

резъ 9,4769 зерезь 9 (0,4769 х =) . 
Зв 

$ 7. Средняя абсолютная ошибка. Прежде, чФыъ дать 
опредЪлен!е средней абсолютной ошябки, дадимъ опредёлеше 
одного важнаго понят, именно математического ожидал 
какой-нибудь величины. Л/ажематическиме ожидаемо ве- 
личины мы будемз называть сумму произведешй каждао 
из возможныхв ся значенй на соотвттетвующую впро- 
ятиость. Пользуясь этимъ опредфлещемъ, мы будемъ назы- 
вать средней абсолютной ошибкой =, математическое 
ожидазце (м. 0.) абсолютной величины ощибки *) т. в 

Ех 

= у |!е-Е 7х тдв мы пренебрегаемъ безконечно- 
"Л 

малыми второго порядка “*) 
Положимь 127 = ** 

напишется: 
 тотда предыдущее выражене 

+> =^ 
й , 21 

а деи ду : х С "ад 

й 
‚3 

1 1 
ТУ гру 

о 
Таквиъ образомъ средняя абсолютная ошибка ‚ опре 

дЬдяетея уравнешемъ; 

*) Очевидно, что м. о, алгебраической величины ошибки равно 
такь КаЕЪ позожитезьныя и отрипательвыя ошибви равно вфроятны. 

**) Абсолютная везичина ошибки въ промежуть г и 2-- 42 разва 

| 2-2] @%|. гдё «< 1, вфроятность ея по закону Гаусса 4 

суниа произведен абс. вел. ошибки на соотефтетвующую вёроятвость равна, 
то т 2 [2-21 4218 4х ип пренебрегая безкон малыми 2 го по 

-- 00 
яе®) Эх — 4 



8 8. Средняя нвадратичная ошибка. Мы будемъ назы- 
вать средней квадратичной отибкой в, корень ъвадрат- 
ный 4128 математическао ожидания квадрата ошибки 

Е > 
4 

те. = у ле Ииау, гдь пренебрегаемъ безвонечно 

-> 

малыми высшаго порядка 

+ 

—, отвуда получаемъ, беря производ- Но 

© 

+= 

ныя Ш А, — Ге 2х 342 х 4х = ‚ откуда 

© 

5-х 
1 

в 

Тавимъ образомъ получаем 

к [> Й 1 
2 е-М74-= Эр ван == и Туз 

Ух 

$ 3 Опредвлене величины вБроятной и средней 
ошибокь изъ набяюдени. Выше установлены были сазёдую 
щя еоотнонешя: 

1 _ 1 
дн, — 0,4769 Да я 0,5642 Да 7 0,1071 

Если произведено достаточно большое число наблюде- 
вй *), при чемъ нолученныя ошибки записываются въ рядъ, 
по возрастающей абеолютной вежичинЪ, то вероятной ошиб- 

*) Предпонагается что двЙствительное значене наблюдаемой веля 
чины извфстно, 
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Бой, будеть ошибка, находящаяея въ середанВ этого рада 
такъ какъ по закову большихь чисеь (см. 1, $ 7) число оши- 
бокъ меньше = равно числу ошибокъ больше <. ДЁйства 
тельно, вфроятность ошибокъ, по абсолютной величивь мень 

1 
ШИХЪ <, ошибокъ-—большихь = также › если число 

1 

2 
ошибокъ ® то по закову большихъ чисеть съ возрасташемъ 

я 
я чнело ошибокъ менышахь с, приближается къ 5, число 

я 
ошябовъ большихь -, также приближается вЪ 5 *) Зная = 

не трудно получить изъ вытеприведенныхь соотношенй зна 
чешя А, а ие. 

Подобнымъ же образомъ можно опредфаить непосредетвенно 
изъ наблюдений **) из, И =, исходя изъ слёдующихь соображенй 

Обозначимъ черезъ =, =”....=@) ошибки лежавия вЪ 
промежуткахь х, х-- @2, гдЬ х иыфеть опредёленвыя зна- 
чешя (для каждаго =). Пусть р» р»...Рш вЪроятности оши- 
бокъ =" =") ***) Тогда, по опредбление в, = 

ре" |... рт! 8% | = 
рпг рт!" |... рт п 0%) 

я 
рр + ры в = 
не" фт п =" 

= Е ‚ ТБ в число на- 

блюдешй 
Если п достаточно велико, то по закону больпихъ чв 

сель, число ошибокъ =...=0) т. е ошибокъ, лежащихь 
въ данныхь промежутвахь, приближается соотвётотвенио къ 
рт, рт...рыт. 

Сафдовательно, ри | =! ря |="|-Е...рит &9 | пред 
ставляеть собой сумну абсолютныхь величинъ 6625 оши- 
боБъ, ая «ря ="?- , ри п = сумму квадратовъ 
веъха отибокъ. 

*) Однако предположене, что полученная такииъ образом вфроятвая 
ощибжа не совсвмь еоотвфтствуеть дЁЙствительноети подтверждается при 
ближайтемь изслидовани (Гауссь, Эвке). . 

**) Предподазтвется, что дЬйствитезьное значевше наблюдаемой вели 
чивы извъство. 

ма 
***) р... ры опредёляются по закону Гаусса выраженемъ. у в 

тд с пифогь соотвбтетвующы звачешя 
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Такимъ образомъ, длл получена средней абсолютной 
ошибки нужно сумму абсолютныхь величин воВХЪ ом 

бонь раздълить на иль чиело; для полученл средней ква- 
дратичной ошибки нужно сумму квадратовь воБхЪ оши- 
бок раздюлить на ить число и изз получению извлечь 
ъвадратный корень. 

$ 10. Прамфръ. Стрельба изъ орудй. Дзя опредфленя 
балистическихь свойствъ орудй данной системы съ извфет- 
нымъ водичествомъ этихъ орудШ производится цёлый рядъ 
опытовъ. Изъ этяхъ опытовъ, въ чиелв прочаго, опредфаяется 
также вброятная ошибка при стрёльбЪ (отклонене оть цёли) 
вавъ выше было указано, для разныхь дальностей, Въ даль- 
нёйшемъ рчь будеть только о горизонтальномь отклонени 
оть цёли. Отвлонешя вправо мы будемъ считать положитель 
ными, вяЪво- отрацательными. Если вфроятвая ошибка, при 
данной дальности, равна а, то половина пли 50°/» *) вефхъ 
выстрьловъ попадеть въ полосу длиною 2а (а— вправо оть 
Цёли и а ваЪво оть цфлп). 

Въроятноеть, что отклонен е отъ пфли равно 2а, опредЪ- 
ляется фувкщей 9, въ которой аргументъ въ два раза больше 
чфиъ въ предыдущемь случа$, т.е @- 0,8267 (см. таблицу) 

Такимъ образомъ, 82°%/о вобхъ выстрыловъ попадаетъ 
въ полосу длиной 4а (2а — вправо оть пли и а — влво 
оть паи). 

Подобнымь же путемъ мы получимъ, зто 96°/о вофхъ 
выстрёловъ попадеть въ полосу даиною 8а ит. д, 

Задача. Какое число выстрьловъ необходимо для разру 
шеня укрфилешя длиною въ 20 м., если вБроятное отклоне- 
неше (для даннаго разстояя орудя. оть укрьшлешя) равно 
5 м. а укрёилеве разрушится, вели на 1 метрь длины его 
попадеть 6 выстрвловъ? 

Вь разсматриваемомь случа а=5 м. СлЬдовательно въ 
полосу длиною 20 м. попадеть 52°/о вебхъ выстрёлевъ. Для 
разрушешя всего укрёпленя требуется 20 Х 6 =120 попада- 
зи. Такимъ образомъ, необходимое число выстрЬловъ равно 
Е 
0857 146 Если а равно 10 и, то въ укрбилене попадет 

только 50%/° вх выстрёловъ и необходимое число выстрь 

довъ будеть 050 = 240 

*) Нри достаточно ботыложь члсдв выстрёловь 
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$ 11. Средняя ошибна фуннщи незавнсимыхь вели 
чняъ. ВсЪ выводы настоящаго параграфа зфрны я ВЪ томъ 
случа, если появаеше ошибокъ не сльдуеть закону Гаусса: 
достаточно, если вЪроятность появленя положительной ошибви 
равна вфроятности появлешя отрицательной. 

Разсмотримъ сперва олёдующуй простВйпий случай. 

Пусть Х=уХ,, 6 Х-—функщя наблюдаемой величи- 
ны Х, а х-— численный воэффищенть; тогда ошибкБ 2, 
произведенной при пзиБреши Х., соотвфтетвуеть ошибка 
=, мя Х а средняя квадратичная онибка Е для Х 

х 

ОЗ 

Разомотримь еще слбдующи простой случай. А = 
ах, + Х,+....2Х. ть Х,. Х,... Х, иевависн- 
мыя другь отъ друга величины, ах 2".....2() — численные 
воэффищенты. Если 5, х,.....Ж» — ошибки, проязведенныя 
при измбрени величинъ Х,, Х.,,....Х„ то ошибка х для 
Х получится изъ слфдующаго выражешя 

+ а=х(Х а) (Х, Ра (Ха) 
отвуда 

х=як фаз, 2) х 
паи 

вах аж сю жд 

Это выражеше можно переписать слдующямъ образомъ 
рана"... -- В, 

гд5 А — сунма удвоенныхь произведенй изъ хбх; попарно 
съ разными значками 

Для нахожденя средней квадратичной ошибки образуемъ 
ольдующее выражен: й 

Ха аж ау Е о Уи РХД, 

тдф знакъ Х обозначаеть, что берется сумма всё значенй 
полученныхь изъ изыфрешв. Въ этомъ выраженн Я А —=0 
Для того, чтобы повазать это, разсмотримъ одинъ изъ чле 
новъ суммы В напр. т2“асхо. Тавъ вавъ, по предположению 
зБроятность положительныхь и отрицательныхь ошибовъ оди- 
накова, то сумнируя члены 2'3” 2: <», мы получимь вуль; 458 
ствительно, члены положительные и отрицательные взаимяо уни 
Чтожатея 
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Такимъ образомъ, мы получимъ 
Хай ах хара хил... Уи; 

отвуда дя на соотвтотвующее число измфрешй, получичъ 
ат раме" аб да 

ви 

Е— = Иа 25" Ч =", тдь Е — средная 
квадратичная ошибка для Х, а =, г',.. ..209 — средшя 
квадратичныя ошибки пре измёреши Х, Х...- „. 

Если === =) —=, то 
Е аи”... Чая. 

Если Х не линейная функщя величинь Х,, Х,. Х, 
то можно привести задачу къ только что указанному виду 
сльдующимь премомъ. 

Подетавимъ выфето Х,, Х, Х» ихь значеня, най 
денныя изъ наблюдени, те Хх Хх, Хх, + 
+=, тогда получамъ 

Х-+=ИХ +, Х.+ т, Хи жа ) 
Такъ какъ величины 1, 2,....2» малы, то, разлагая 

Х- 4 по степенямъ этихъ величинъ, можно отбросить члены 
выше перваго порядка; въ результать получимь линейное 
уравнеше. 

Х+5=Х ав аж, 2) си 
или 
д=а, т. ...0)0ь, ТДЬ а, а". — а чиеленные 
коэффищенты, опредфляемые изъ слёдующихь равенствъ” 

а’ ау а7 
ах -ах “ах 

Такъ вакъ вфроятная и средняя абсолютная ошибки про- 
порщональны средней квадратичной, то формула 

а" г | 2? 5 приифнима также в 
БЪ НИМЪ 

Пусть вапр. требовалось измфрить отрёзокъ длиною № 
Предположнить, что, вохёдетве большой длины отрёзка № из 
ыфрешя пришлось произвести вадъ я отрёзками, при чень 
пуеть полученных длины будуть /, &,.. 4, такъ что = 
=В-+ё-+4-... +. Предпозожимь далфе, что изиф- 
решя производились надъь приблизительно равными отрЬзквами, 
одинаковыми приборами, при неизы$нныхь условяхь, въ та- 
вомъ случа можно считать что среднйя квадратичныя оибеи 
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дая { 
черезъ 

.../ы равны между собою. Обозвачимъ эту ошибку 
; тогда ошибка Е при опредфлени 4, будеть 

т Е зИ/ *). 

Но и= {> 5 7 ооозначаеть приблизительную длину отрьз 

Бовъ, надь которыми производились измёрешя; тавимъ обра 
зомь средёя квадратичныя ошибки при опредълени 
длины разныхв отртзкове (при услови, что опредёленя 
эти производились одинаковымъ способомъ, т. е. одинаковыми 
приборами, при нечзыённыхь услошяхь и отрёзки эти разба 
вались на мевыше отрфзки одинаковой длины} нрооршональ 
ны корню квадратному изё длины этих отртьзков. 

Средняя квадратичная ошибка при опредёлеви угла, оче- 
вадно, не зависить отъ величины этого угла, такъ какъ при 
его изибреши опредбляются всезда только два направленя, 
независимо отъ велячины угла 

Давь кавь вЪ данножь сара я ия «фа 



ГЛАВА Ш 

Споеобъ наименьшихъ квадратовъ 

$ 1 Опредьленя. При помощи способа напменыпихъ 
квадратовь рьшается слёдующая общая задача. Даля опре- 
двлешя п велининь Х, Х,...Х» произведена рядь на- 
блюдеши. Каковы нанболье въролтныя значейл этих 
величинг? Очевидно, что задача эта возможна только въ 
томъ случаБ, когда число уравневй, получаеныхь изъ из- 
блюденй или опытовъ, для опредёлешя я величень №... Хн 
больше п, въ противномъ случаВ (т. е ебли число уревнешй 
равно п) возможна только одна система значешй Х. 

Прежде чВыъ перейти къ изложение способа наименьшихь, 
ввадратовъ, дадимъ опредёлевне въса наблюдаемой величины. 

Вюсомь наблюдаемой величины называется квадрата 
ипры точности. Очевидно (см. П, $ 6) въс5 наблюдаемой 
величины обратно-пропорщоналень квадрату средней 
ошибки наблюденя. Еели вмфется два ряда наблюленй, при 
чемъ наблюденя эти производились въ обонхъ случаяхь оди- 
вавовыми приборани, при неизыённыхь услояхь, то можно 
утверждать, что ифры точности, въ обоихъ случаяхь, а слЬ 
довательно и вЪса наблюдаемыхь величинъ, одинаковы. 

Всякое наблюдене, въ конечномъ счетЁ, сводится ЕЪ 

изыфрению линейныхь отрёзвовъ. Можно считать, что онибки 
обратно-пропорщональны видимому отрёзку, принятому за едн- 
вицу изыфревя. Если мы напр. измфряемь температуру, то 
очевидно, ощибка наблюдешя будеть зависёть отъ того, какой 
видимый отрёзоЕъ мы примемъ раввымъ одному традусу, при 
ченъ совершенно неважно, чему равняется дЬйствительный от 
рЬёзокъ, принятый за градусъ: ощибка—одинакова, наблю- 
даемъ ли мы по скалВ, на которой градусъ равенъ 1 см. или 
же по скалф, на которой традусъ равенъ 1 мм., но при помощи 
лупы, увеличивающей въ 10 разъ. Конечно при этомъ пред- 
полагается, что какъ первая скала, такъ в вторая сдёланы 

1 
съ одвнавовой точностью, т е напр до-то дЪаеюя 
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Точно также, при изыфреви какой вибудь длины ошибка 
изифревя зависить отъ вадимаго отрзка, принятаго за единицу 
измфревя. Такъ напр., если мы изибряемую длину опредляемъ 
въ ниллииетрахь, то ошибка зависить отъ того, разематри- 
ваемъ ли мы дфленя простымъ глазомъ или въ лупу, увели- 
чивающую въ десять разъ. Въ послЬднемь случа видяный 
отрёзовъ въ десять разъ больше, чмъ въ первомъ, и ошибка 
въ десять разъ мевьше. Такъ кавъ вфса, наблюдаемыхь вели- 

чинъ обратно пропоршональны квадратамь ошибокъ наблюде- 
Ня, то ови, въ виду вылензложениаго, выфеть съ тёмъ про- 
пормональны  квадратамъ видамыхь зинейныхь отрзковъ 
принятыхъ за едивицу измбреня. 

При опредвяеши вЪеа наблюдаемой величины слвдуеть 
также имфть въ виду, евольво разъ приходится отуфчать по- 

вазани прибора и постувать по правиламъ сложеня ошибокъ. 
Вообще же говоря, опредфлеше вЪфеа наблюдаемой вели- 

чивы—задача иногда довольно затруднительвая, но ръшене 
ея уже ве относнтея &Ъ ©1060бу наименьшихь квадратовъ и 
потому здёсь разематриваться не будеть. Ршене это въ 
важдомь частномъ случа можно вайти въ спещальвыхь со 
чинешяхь по топография, геодезш, астроном и т д. 

$ 2. Случай, когда между величинами №, Х.,... Л» 
ве существуеть зависимости. Для величинъ Л, Х.,... Ан 
изъ произведенныхь побои получено р (р>н) уравненЁ 

№ (А, Л»... №) = Фр, В в, 
величины, значешя которыхъ опредфляются изъ ваблюденй, 

обыкновенно уравнеши эти несовмистны Для тото, 
чтобы сдфлать вхъ совифствыми, необходино въ значешя 
%:.. ®р вНеств поправки е;, ®›...®р Веди мфра точности 
даннаго наблюдешя — ё то вБроятиоеть, что оншбка (по- 
правка БЪ ®) лежить чежду в, и <, -- 4+, выразится по 

=е—; и 10 закон) Гаусса (см П 8 1) формулой А 

теоремь объ умножени  вфроятностей  вброятвость  дая 
всей системы значеый с, ®,...1р выразится черезъ 

ору, ф.. Фр 
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Если бы величины Х.,, А....Х» были известны, а ва- 

блюдешя не были сдфланы, то вфроятность системы ошибокъ 

зы °,...1р, т, ©. Вброятность а риог, выразилась бы 

черезъ выведенную выше фориулу т. е. черезъ 
НА .А 

(у 
Не наблюденя сдёланы и ошибкн =, 3,...3р слу 

чились; при этихь условяхь вфроятность кавой нибудь си- 
стеиы значенй Х, Х....Х» т. в. вброятвость а робепой, 
будеть, по формутБ Байеса (см. 1, $ 8), пропорщенальна вЪроят- 
ности а риом т. в. 

АА `Рь (> 
(у- )? 
Наибольшее значене это выражене получаеть п 

меньшемъ значенш суммы: 2.2 а?» ®/ + .. Ар 
Но .зр раввы соотвфтетвенно 

9 — (Л. Х,...Х) 

= в — Л (Хн Хы... Х») 

Пуна Ар) а, Фе, р. 

Уувл Хх, А 
искомыя величины. 

Наиболье вфроятныя значеня для этихъ величинъ будуть 
ть при воторыхъ выражеше 

вы ВАО Х,. ХУ 
— == (У, Хь.... Х,) будеть пчбть налменьшее зна 

> 9 

29%:=° +0. =9 
$ 3 Примбръ. Мы изуфрили р разь одну и ту же 

величину Х и получили для нея значенш о, ®,...юр, при 
чемь вЪса набдюдаеныхь величинъ соотвфтотвенно раввы 
В Кь,...йр’. Кавово ваиболье вЪроятное значеше Х? 
Уравненя /, & „р въ данвомъ случа напишутся Х ==, 

Р-р 
Х=®.,.. Х-вр, в, (Х) = Да (Х— в) откуда 

чене т ев при воторыхь ое 
Ал 

в = р = $ 42 (Ао) =еХ $422 Я ноно 
= Ч=ь 

*) Для упрощешя можно всегда одно изъ К, положить равнымь 1 а 
остальные выразить, чсновывансь на замфчани въ кони $ 1 настоящей 
тлавы. 



Это выражеше объ 

ясняеть между прочимъ, почему /; 
даемой величины 

названо вЪсомъ наблю- 

Ви и -/ = /, юХ- т е равю 

среднему арнеметическому изъ ‹, 
. 9% 9 Примьчаще Рышеше системы уравнений хех = 

=. о не всегда такъ просто какъ въ приведен 

номъ случаз. 
Затруднеше появляется, когда уравнешя {, .../р не 

зинейны. Въ этомъ случаз ихъ приводять къ линейнымъ ура- 
внен{ямъ сяфдующенъ премомъ. Изъ уравненй Х,, У... ./р 
выбирають стозько уравненй, сколько неизвфетныхь Х., Х,.. 
Хи, т. е. ю; рышивъ эти уравненя, найдемъ для неизвёст 
ныхь Х, Х›. Х»„ приближенныя значен а, а,...ан. Пол0- 

жен Х, = а, Х, = а, Ха ыи 
подставимь ихъ въ уравнешя /. Фунеши }, разложииъ по 
степенях 5, 2,...2.. Тавъ какъ эти величины налы, то въ 
разложени можно отбросить члены выше перваго порядка. Въ 
результат вифото Д, /,.../» получимъ занейныя уравнешя 

$ 4. Случай, когда между величинами Х,, Х, 
существуеть спредбленная зависимость. 

Пусть зависимость между и величинами Х, Х Ха 
выражается $ уравнешями 

6 (ХЬ Х,.. №} 0 
Хх, Х, Х,)—0 

-.. Ал 

дешй получено р уравненй {/, г р >#— 9. 

Первымъ уравнешямъ величины Х должны удоваетзорать 
точно, вторымъ—зить приближенно. 

Разсуждая какъ въ первомъ случа, мы придемъ къ за- 
включению, что наибодфе вфроятный значешя величевъ Х, 

Х,.. .Х» —1в даякоторыхь выражене у (Х, Х,.. Х»)= 
= 
х фа (Г —®.)* иметь нанменьнее значеше, при ченъ 

з В 
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величины №, Х,....А„ связаны между собою уравненями 
2, №,...20 . Дая опредфлешя условй, пра которыхъ $ (Х 

›....Ха ) иыфеть навменышее значеше, можно основываться 
на слдующей теоремЪ; для нажожденя нанменьшиио зна- 
ченя функции т (СХ, Х,...Хь) п перемюиныхь, связан- 
ныхе 9 отдьльными уравнешями т, (Х, Х.,...Х,)=0 
% (Хь Хь...Хь )=0. „14 (Х, Хь...Х» )=0, нужно 
приравнять нулю частныя производныл вспомогательной 
ци +... Нм, в 2) № ^ 
разсматриваются какз постоянныя. 

Если выражеше # Р-Р -Н.... № 40 ны 069- 
звачинъ черезъ Ф (Х, Х.,...Х, ). то дая опредфлешя наи- 
боле въроятныхъ значенй Х‘, Х,. Х» получимъ слбдующя 
и уравнений: ур 1$ 4Ф 

ах» 
$ 5. ПримБры. 1. При опредфлени угловъ Х,, Х.,... АХ» 

замкнутаго многоугольника, которыхъ сумма извзетна и должна 
равняться 5, дая этихъ угловъ получены значеня ю, ®,,...ю„. 

=в 
Пусть Х в; = &-Рр Изыбревя производились однинъ и 

=: 
твиъ же приборомъ, при неизивнныхь условяхь Каковы 
наиболфе вфроятныя значешя Х,„, Х,,....Хы? 

Въ данномъ случа 9=1, ар--н. $ (Х,. Х,...Х» )== 
=Х+Х + ХХ —Я=0ар, К. [ыраввы соот- 
вътетвенно 

Х.=®, Ао, Ха =. 
Отеюда для з (Х, Х,...А„ ) нолучаемь выражене: $ = 
= Хх ((- ©) тавъ мкъ АА =. .. АН (бы 
И. $ 11), те 3 (Х — о ЫХ, в +. 
(Хью У] откуда Ф(Х, М»... Л, ) = (Х фо 
НХ ву. НОЕ -ХьН .Х, 8). 

Таваиъ образомъ для опредфлешя Л намъ послужать 
слдуюпия уравневя: 

4$ =24? (№ ^-0 
4: — М9) 
4Ф 
Х, = Р(Х — в) 0 
5 .. 

ах. 2” (ив )+^=0 
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Сложивъ эти 2 уравнен!й и зав чая, что ^.-- Хь-+-... + А,— 
— (9+...) = р. подучиыъ: -- 212 РЕ =о 

ру 
откуда ^ = в. 

Подставляя это выражене для ^ въ каждое изъ напи 
санныхъ выше уравненй получинъ 

. о 
Х, —® — 

и 

А =. 
я 

В 
А, -в, — 5 те разница между теорети 

ческой суммой угловз и изитренной должна быть рас 
предълена поровну между всъми полученными для угловё 
величинами. 

2 При опредлени отрёзковъь Х Х,...Хи которых 
суниа извъетна и должна равняться /, для этихъ отрзвовъ 

= п 
получены значеня ©, ®,. ©, Пусть У ®,—Г-— р Изм6 

=: 
решя производились однимь в тёиЪ же прибором, при вевз- 
иЪнныхЪ условяхъ. Бавовы вЪроятвыя значеня Х,. Х„.. Хи? 

Въ даввомъ случа = ар=я +(Х, Х,....Х,)= 
=х-+хХ,+ м —1-=0иД р Г» раввы соотвёт 
ственно; 

Х =, Х=о,...А = 

Отеюда для 3 (Х, Х,. А») получаенъ выражене 
Ф=в 

= А), -вуте 4+4 6-1 (Х —6И 

Ч (Хы — вр, В АЕ... Е, така 

хакз дьло ибетз 06% отрьзкажа разной длины (си. И, 
$1) 

Такииъ образомъ для Ф(Х Х, \ ) получаемъ сл 
дующее выражение: 

Ф(Х, Х,.. №) (Хо (Хы. 
А (Ха — ви УХ ох + +, —0, откуда 
для опредвленя хы получаемь слБлующя уравневи 



ЭР (ХХ в) =0 

и = (Х — ь)-+^=0 

Фо 

ах (Хи — в ) + к=0 

Раздьяивъ каждое изъ этихь уравнешй соотвётетвенно 
1 1 1 

на ру РУЗ Ви 5» сложимъ и, замфчая, что 

— п 
Хо =1-_рили | —Х вр получимъ послбдовательно 

=: — 

хХ+х+ + Ха — (& +в, Чаи }+ 

о д, ош 
(ея Аи пы, о 

эп | 26 
Нови Ёз 0, откуда № =} 

Я 3+ 
=: 

Подставаяя это выражеше дяя Х въ каждое изъ напи 
санныхь выше уравненй, получинъ 

1 

Х = то 
х 

«— 

БУ 
=: 

Если черезъ в, обозначить среднюю квадратичную овиб- 
ву, соотвфтетвующую А, то 



— 37 — 

Но в, пропорфонально корню ввадратному изъ дяивы 
соотвётствующаго отрзка, т. е. Их. (си. 1, $ 11) 

Такинъ образоиь для Х получиныъ 

т е разница между теоретическом сум- 

мой отръзкова и измпренной должна быть распредълена 
между всъми полученными для отуюзковь величинани 
пропоршонально этим величинам 

$ — 
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Перев, съ къвециаго я хопозниль 
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хладиа. №? стр. еь 228 ’рнбувиаии, Цва| 
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=. "Томь 18. Подьонима из» 
р О Чомы 4. 

20 м. Токы 
. Валь та 
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22 р. 50 в, Допусхаетея разорочиа отъ Эр 
Фысылающуа сразу всю сущыу 20 руб. за 
пересылку не платять, 

ЯЗДАТЕ ЗАКВИЧЕНО. 

ЗЩАОЛА СОВРЕШЕННАТО СТРОНТЕЛЯ. 
ных сатиаеий Оучтекь со БЯЬ ОТАИЬ ЗЕЕ, НООбдиыть  триеежа: 

Феравадь съ зБмециаго, съ дсволнаяямн дял русувохь тохнамовъ. 
НОДЪ РЕХАЕЦЕЕЙ Архитектера И, Лансере и Шажоенера В. Залекнова. 

В 26 томахь, 56 наозостномь ристаковт и расуратеанихь таблиц». 
Педанснах ина на вое модане 20 р., съ йересылною 24 р. (Допусяхется разепочиа). 
"Томь. Аркеметяха п алгебра. Сост, А. Виръ, 

ее. о ие | 
а Ге 

Геодезия, Сост. ©, Альберть, 56 стр, съ 146 рис. 
85 коп, Томь 11: Перспектива, Сост, Ф. Аль- 

Се риоущиака То 2 Имени ое 
окт. $. Шеаде, Са меогиин табл. 

Томъ.15: Дереняиныя сооружьизя, Сост, $. Шна- 
де, Со мвогими табл. Въ двухь часлакь, 9-1, 
С. 2рь Томь 14: Ариятехтуриня. формы. 
Б. Фогель, бъ 38 табл Х'р. Фомь. 1 
зан енри, Ч. Е. Фмь 16: 
сооружена, Со ичогиие рясувкзин. 3 р, Томь 17. 
Эбутионне, веитиляш ня ровфщеще. бое. 
Бовыхо, 300 отр. С 9 рт, в В аби. рт. р. 
30 к. Томь 18: строят. матешалы. Сост. $. 
Альбирты, "64 стр. № к. Томь 14 Сост 
элешь сяъть. Томь 3: Бутаотерь. Собт. 

Славивойй, 
чучый томъ сеставанеть изъ себя аановчениее цфяое м будеть продаваться отдлько 

Фомы 1-4, 6—9, 1.4, 16, 7 и 18 вышли въ сбть, астальные пематаюасн, 

Тапаграфзи М И, КимвфИывы, Вабхоть дер 3 


